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Chapitre 2

Applications Mesurables

2.1 Introduction

Probleme posé : étant donné une application numérique f : R — R a valeurs positives, évaluer
approximativement puis exactement I' "aire” A comprise entre la courbe représentant f et I'axe x'x.

Idées de méthodes conduisant a l’intégrale pour la mesure de Lebesgue :

1- Archimeéde - Cauchy - Riemann ... ( de 287 av. J.C. a 1850 )

On se limite a une application f d'un intervalle [a,b] de R dans R a valeurs d'abord positives. On
choisit une subdivision o de l'intervalle de définition de f en s sous-intervalles consécutifs [z;, z; 1] , et
on remplace f par une fonction en escalier f,, proche de f, constante sur chaque sous-intervalle [x;, z;11[
et égale a f(t;) pour une valeur t; fixée dans [z;, z;11[. L'aire associée a f, est

A, = i(%’ﬂ — ;) f(t:)

et donne une valeur approchée de A . L'étude de |'existence d'une limite des quantités A, obtenues
lorsqu’on prend des subdivisions de plus en plus fines conduit a la notion d'intégrale de Riemann ( qui
peut étre étendue aux fonctions de signe quelconque ).

On peut alors démontrer que ce type de méthode s'applique aux fonctions définies sur un intervalle
compact, bornées et continues presque partout.

2- Lebesgue ( vers 1902 )

On n’impose plus a l'intervalle de définition de f d'étre borné. L'idée nouvelle est de classer, a la
maniére des statisticiens, les valeurs prises par f, en prenant une subdivision o de I'espace image (et non
I'espace de départ) en s intervalles consécutifs [y;, yit1][.

A chaque intervalle [y;, y;+1[ on associe I'ensemble

Ai = [y yin ) = {25y < fl2) <y s

les parties A; ainsi obtenues forment une partition du domaine de définition de f mais ne sont plus
nécessairement des intervalles.

On remplace f par la fonction f, , proche de f, constante et égale a ¢; sur chaque A; ( ¢; élément
fixé dans [y;, yi+1[ )-On dit de la fonction f, qu'elle est étagée. Si on majore la longueurs des intervalles
[Vi, Yis1] par €, alors par construction de f,, on a pour tout = de R, |f(z) — f,(x)| < €, alors que pour
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une fonction en escalier f, associée a une subdivision s de |'espace de départ on ne sait pas majorer les

f(x) = fs(z)].

L'aire associée a la fonction étagée f, est égale a
S
i=1

( I(A;) = longueur de A;) et approche I'aire cherchée.

La premiére condition qui apparait est que les valeurs ¢(A;) soient définies, c'est-a-dire soient dans
la tribu de Borel de R. Cette condition correspond a la notion d’application mesurable relativement a la
tribu de Borel de R et sera développée pour des espaces mesurés quelconques dans les paragraphes 2 et
3.

Une étude de la possibilité de passer a la limite en prenant des fonctions étagées de plus en plus proches
de f conduit a la notion d'intégrabilité pour la mesure de Lebesgue.Le résultat remarquable montrant la
supériorité de |'idée de Lebesgue sur ses prédécesseurs est que |'aire associée a une fonction f positive
peut alors étre définie ( avec éventuellement la valeur +00 ) sous la seule condition que f soit mesurable
positive ( on verra que cette condition est plus faible que la continuité presque partout nécessaire pour
I'intégrale au sens de Riemann).

Les paragraphes 4, 5, 6, définissent , dans le cadre d'espaces mesurés quelconques |'intégrale relati-
vement a la mesure considérée, des fonctions d'abord étagées positives, puis mesurables positives, puis
mesurables de signe quelconque.

2.2 Définition des applications mesurables :

Définition 2.2.1 ( Appplication mesurable) Soient (2, T) et (¥, T') deux espaces mesurables et f
une application de ) dans €Y. On dit que [ est mesurable si :

VAeT [fHA)eT

Remarque 2.1 1. La notion de mesurabilité est relative aux tribus T et T’ . Pour étre plus précis on
devrait dire,” f est mesurable relativement aux tribus T et T' ”. On dira simplement “mesurable”
s'il n'y a pas de confusion possible sur les tribus.
2. On notera I'analogie voulue avec la notion de continuité d’une application entre deux espaces topo-
logiques.

Proposition 2.2.2 Soient (Q1,71) , (Q,7T2) et (23, 73) trois espaces mesurables, f une application de
Q2 dans Qs et g une application de Qs dans ()3 . Si f et g sont mesurables, alors g o f est mesurable.

Démonstration :
Pour A€ Tzona: (go f) Y (A) = flg1(A)]
Si g est mesurable, B = g !(A) € 75 et puisque f est mesurable f~1(B) € T;

Proposition 2.2.3 Soient (21, 7;) et (Qa,T2) deux espaces mesurables avec
T2 = o(C) et f une application de ), dans Q, alors f est mesurable si et seulement si f~(C) C Ty

Démonstration : * Si f est mesurable alors pour tout AdansCona A€ o(C) =Toet f71(A) € T1.

* On suppose que f~1(C) C Ty c'est a dire que pour tout A€ C, f(A)eT.OrTz={Y C
Qs 3 f7HY) € Ti} est une tribu sur Qy ( cf exercice 4, question 2, chap | ); on a donc C C T; et
o(C) C Tz . On en déduit que pour tout B € 0(C) on a f~'(B) € T et f est mesurable.
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Exercice 2.1 [Application immédiate].

Soit 3 = {—1,0,1,2}, Qy = {0,1,2,3,4}. On prend dans 2y, la tribu 7; engendrée par {1}, et
dans € la tribu P(£,). On considere 'application f : x — 22 de ; dans Q. Est-elle mesurable ?
Pour quelles tribus de €; devient-elle mesurable ?

Définition 2.2.4 (Tribu produit) Soient (£2;,7;)i=1...n , n espaces mesurables. On note :

.....

In); ZT; & Qz}

||::]:s
|
——
8
I
§

On note , pouri = 1,...,n ,p; la projection de Q2 sur Q; et C; = {p;'(A)/A € T}, la tribu de €,
image réciproque par p; de la tribu T; enfin on pose C = ;" C;
La tribu o(C) engendrée par C est appelée tribu produit des tribus T; et est notée

- QT
i=1

Proposition 2.2.5 1) La tribu produit @}, T; est la plus petite tribu sur ) rendant mesurables les
projections p;.
2) La tribu produit @', T; est aussi la tribu engendrée par {[1"_, Ai; A; €T, i=1,...,n}

Démonstration :

1) Pour tout A; dans 7;, p;'(4;) € C; € C C @I, T: , donc chaque p; est mesurable de (Q, ', T;)
dans (€, 7;). @1, T; est la plus petite tribu réalisant la mesurabilité des p; : en effet si 7' est une autre
tribu de  vérifiant cela alors :

VA €Ti pi(A) €T donc JCi=CcT et @TCT

i=1 i=1
2) Soit R ={II/-; Ai A; € T;}. Montrons que 0(R) = ®}, T;

n

siAeR A=J[4=Npr'A)eRT

=1 =1 i=1

doncRC R Tieta(R)CRT;
i=1 i=1
D'autre part VA; € T, p; ' (Ai) = A x [[Q; € R C o(R)
i
Donc pour chaque i , p; est mesurable de (2,0(R)) dans (€2;,7;) et comme @, 7; est la plus petite
tribu réalisant cela on a Q! , 7; C 0(R)

Exercice 2.2 .

Soient (E,T) et (£2;,7;) des espaces mesurables et g une application de E dans 2 =[], ;. On
note g; les applications composantes de g

(siz € E,g(x) = (q1(x),...,gn(x)) avec g;(x) € Q; ).

Montrer que g est mesurable de (E,7) dans (2, Q7 T;) si et seulement si chaque application
composante g; est mesurable de (E,7T) dans (€, T;).

4
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2.3 Etude des applications numériques mesurables :

Soit (€2,7) un espace mesurable. La notation M((2) désigne I'ensemble des applications mesurables
de (2,7) dans (R, B(R)) ou (R, B(R)). Nous obtenons les corollaires suivants de la proposition 1I-3 :

Corollaire 2.3.1 (( Caractérisation de M(2))) . -
Une application f de (2, T) dans (R, B(R)) ou dans (R, B(R)) est mesurable si et seulement si :

VieR {zxeQ ; flx)<tleT

On obtient des conditions équivalentes en remplacant dans la formule précédente le signe < par < ou par
> ou par >

Démonstration :
Ona:

: 7] — oo,t[ si f estavaleursdans RU {+o0} ,
tredfte <tk = {f‘l([—oo,t[) si f peut prendre la valeur —oo

On a vu que B(R) est engendré par les {] — oo,t[,t € R}; on peut aussi démontrer que B(R) est
engendré par les {[—o00,t[,t € R} d'ou le résultat . Un raisonnement analogue permet de conclure lorsque
I'on change le signe < .

Ce critere sera constamment utilisé aussi bien pour les fonctions numériques a valeurs finies que pour
celles a valeurs infinies.

Exercice 2.3 [Application immédiate et résultat utile].
Soit (€2, 7) un espace mesurable et A C 2 .

Montrer que Il 4 est mesurable de (€2, 7) dans (IR, B(IR)) si et seulement si A € 7. On rappelle
que Il 4 est I'application de €2 dans IR qui vaut 1 sur A et 0 ailleurs.

Corollaire 2.3.2 Toute application continue de R dans R est mesurable ( relativement a la tribu de
Borel)

Démonstration :
En effet, f est continue si et seulement si I'image réciproque de tout ouvert est un ouvert et B(R) est
engendré par les ouverts .

Proposition 2.3.3 Si f et g sont des applications numériques mesurables sur (2, T), alors :

f+g9, fg M XeR, sup(f,g); inf(f,g); f7=sup(f,0); f~=—inf(f,0);|f|

sont des applications mesurables. Si f ne s’annule pas sur ), alors % est mesurable

Démonstration :
1) si f est mesurable et A € R alors \f est mesurable car :

{r e f(x)<t/A\} siA>0
{reQ; f(x)>t/\} siA<0
1) siA=0ett<0
Q siA=0ett>0

VieR {zxeQA\f(x) <t}=
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2) Soit a une application constante, alors f + a est mesurable ( trivial )
3) {zx € Q; f(x) >g(x)} €T . En effet, on a :

{z e fx) >g(x)} = L{\I({w €O f(x) > e} (o € Qgla) <mi})

ou 7y parcourt I'ensemble des rationnels numérotés dans un certain ordre.
4) f + g est mesurable car pour t € R :

{r e f(x)+g(x)<t)={reQ;f(x)<t—g(x)} €T dapres 1) 2) 3)

5) f? est mesurable. En effet, considérons ¢ : R — R définie par ¢c(z) =2? .Ona: f2=co f . La
mesurabilité résulte de la proposition |I-2 et du corollaire 11I-2 appliqué a la fonction continue c.

6) fg est mesurable car fg = 1/4[(f + g)* — (f — g)?] . La mesurabilité résulte de 1) , 5), et 4).
7) sup(f,g) = s est mesurable car, pourt € R :

{res@) <t}={zeQ;flz) <t} {ze€Qyglx) <t}

8) | f|=f"+f donc| f| est mesurable.
9) Supposons f non nul sur €2 et notons 1/f I'application de €2 dans R définie par x +— 1/ f(x). Pour
teR,ona:

{z;0 > f(zx) > 1/t} sit<0
Ay ={z;1/f(z) <t} = { {z; f(x) < 0} U{x|f(x) > 1/t} sit>0
{z; f(x) < 0} sit=20

Donc A; € T et 1/f est mesurable .
Exemples :

1. Soit f la fonction numérique définie par :

(VT +2)sinz + 23

fla) = M2
Cette fonction est définie sur @ = [—2, 1[U]1, +oo]

Prenons pour tribu sur €2 la tribu 7, induite par la tribu de Borel de R.

(T={A4,A=QnB,B e B(R)})

f est obtenue a partir de sommes , produits, quotients de fonctions continues sur €2 ; elle est donc
mesurable sur €.

2. Soit A un élément de la tribu de Borel de R, 7T la tribu de A induite par B(R) et f une application
mesurable de (A,7) dans R. On définit I'application g de R dans R par :

g(x):{f(m) size A,

0 sinon

Alors g est mesurable, car :

— o JHz e A f(z) <t} UAC sit>0
At_{x’g($)<t}_{{xez4;f(:p)<t} sit<0

On peut par ce procédé définir une fonction mesurable sur R par raccordement de fonctions définies
(et mesurables) sur des boréliens formant une partition de R.

6
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3. Conséquence : les applications de R dans R, fabriquées par raccordement de fonctions, définies
sur des boréliens, par des " formules” faisant intervenir des sommes , produit, quotients de fonctions
continues sont donc toutes mesurables.

Pour exhiber une application non mesurable de (R, B(R)) dans (R, B(R)) on a besoin d’exhiber une
partie non borélienne de R et on a vu (complément 2 du chapitre |) qu'une telle partie ne peut étre
définie que de maniere non explicite, a partir de I'axiome du choix.

Proposition 2.3.4 Soit (f,.), .y une suite d'applications mesurables & valeurs dans R. Alors :
sup f, inf f, limf, liminff,
n n
sont mesurables et si la suite (fy), _py converge simplement vers f, alors f est mesurable.
Démonstration : Remarquons que méme si les applications f,, sont a valeurs dans R, les applications
sup,, fn ect., sont en général a valeurs dans R.
1. si s =sup,, f» , on a pour tout t € R :

{res(@)<tt= ({r e fulz) <t}
neN

d'ou le premier résultat.

2. inf, f, = —sup,(—fn)
3. Par définition
limf, = lim (sup f,) = inf (sup f,)

PFo0 n>p peN n>p

liminf f, = lim (inf f,) = ;’;ﬁ (inf f.)

On est donc ramené aux résultats précedents.

4. si la suite f, converge simplement vers f, alors :
f =1lim f, = limf, = liminf f,

d’ou le résultat.

Exercice 2.4 .
Soit (4;),.v une famille dénombrable d’intervalles de IR, deux a deux disjoints et de réunion IR
et f: IR — IR une application monotone sur chaque A;.

Montrer que f est mesurable.

2.4 Application étagée

Définition 2.4.1 Une application étagée est une application numérique f d’'un espace mesurable

(Q,T) dans R de la forme Y a;ll4, ot les A; sont des éléments de la tribu T deux & deux disjoints et
i=1
(a;) une suite finie de réels.
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Bien entendu une telle fonction est mesurable ( de (£2,7) dans (R, B(R))). Remarquons aussi que la

representation f = ZaillAi, n'est pas unique. (si A; N A; =0, alors Laua, = La, +14).
=1

Remarque 2.2 Si (2, 7) = (R,B(R)), et si les A; sont des intervalles bornés de R, on retrouve la notion
(plus faible) de fonction en escalier.

Proposition 2.4.2 f est étagée si et seulement si f est mesurable et f(§2) est un ensemble fini.Si f et

g sont des applications étagées de (2, T) dans R et X un réel, alors f + g, fg, A\f, sup(f,g), inf(f,g)
sont des applications étagées.

Démonstration :

n

1) si f est étagée avec f = ZaillAi, les A; étant disjoints, alors f ne peut prendre que les valeurs

i=1
a,...,a, et 0 si les A; ne recouvrent pas (), et f est mesurable comme somme finie d'applications
mesurables. Réciproquement si f est mesurable et si f(£2) est un ensemble fini dont les éléments distincts
sont a1, an les parties A; = f~'({a;}) sont dans la tribu T et sont deux a deux disjointes et I'on a

f Z azn-A

) Ies fonctions f+g .. . sont mesurables d'apres la proposition |1l-3 et ne prennent qu'un nombre
fini de valeurs , elles sont donc étagées d’'apres ce qui précede. En particulier si on considere n réels a; et
n

n éléments A; de T pas nécessairement disjoints alors ZaillAi est une fonction étagée.
i=1

Exercice 2.5 [Application immédiate].
Représenter graphiquement les fonctions étagées de IR dans IR suivantes :

Ji=1pg +20ps ;  fo= =33+ 20,
fs==3lpg +2L1y ;3 fa=20 1) — 4o

Proposition 2.4.3 Soit (2, T) un espace mesurable . Toute application numérique mesurable positive
e (2,T) dans (R,B(R)) est limite simple d'une suite croissante de fonctions étagées a valeurs finies
positives

Démonstration :

On subdivise l'intervalle [0, 7] de I'espace image R en n.2" intervalles de longueur 1/2"

Pourn € Netk € {1,2,...,n2"} on note 4, = {z € Q; &1 < f(z) < £}. f étant mesurable,
chaque A, est dans 7. On définit alors pour tout n , une fonction fn : Q — RY proche de f sur
I'intervalle [0,n] en posant :

k=1 orif avi
fulz) = { o s.|| existe k tel que x € A, ,
n  sinon

fn est, pour chaque n, une fonction étagée positive, et une vérification technique permet de montrer que
la suite (f,,) ainsi obtenue vérifie les conditions :

Vee VneN fn(x) S fn-‘rl(x)
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L'hypothése f positive permet alors de montrer que :

Ve e f(z)= lim fu(x)
En effet pour z fixé dans €2
-Si f(x) est fini, il existe ng € N tel que ng > f(x) ona:

1
Vn>ng 0< f(x) <ndonc|f(z)— fu(z)] < o
Donc lim f,,(x) = f(x).
-Si f(z) = 400, on a f,(x) = n, et donc 1_131 fulz) = f(x)
n o
Remarquons qu’une fonction numérique, limite d'une suite croissante de fonctions étagées est nécessairement
bornée inférieurement ; la proposition ne peut donc s'étendre a toutes les applications numériques me-
surables. Pour la suite nous désignerons par M™(Q2) I'ensemble des applications mesurables positives de
(Q,7) dans (R, B(R)) .
Dans tout les paragraphes qui suivent, les applications considérées sont des applications numériques
c'est a dire a valeur dans R.

Résultats fondamentaux a retenir de ce chapitre :

* Les définitions correspondant aux intitulés des paragraphes II-1lI.
* Propriétés des applications numériques mesurables.

9



Chapitre 3

Intégrale Associée a une Mesure

3.1 Définition de I’intégrale des fonctions étagées positives :

Définition 3.1.1 Soit (2,7, 1) un espace mesuré et f une fonction étagée positive de (2,7 ) dans
(R,B(R)), c'est a dire un élément de M™(Q) de la forme :

n
f=> aills, oi A; € T deux a deux disjoints et a; € R
=1

Pour une telle fonction, on définit :
/Qfd,u = Z aip(A;)
i=1

Jo fdu est dite intégrale de f sur 2 par rapport a la mesure ;1 ou plus simplement intégrale de
f s'il n'y a pas de confusion possible.

Convention : si a; = 0 et p(A;) = +00 on pose a;u(A;) =0

La somme introduite dans la définition a toujours un sens dans R' puisque chaque terme est positif
ou égal a 400

Exemple : soit f : R — R définie par Vz, f(z) = 1. On a f = ILg, application mesurable positive.
Pour 1 = A\, mesure de Lebesgue, on a:

/ fd\ = A(R) = +00
R
Pour 11 = 69, mesure de Dirac en 0, on a
ddy = d(R) =1
Joa f0 = Go(R)

Cohérence de la définition :

Comme la représentation d'une fonction étagée n'est pas unique, il est nécessaire, afin d'avoir une
définition intrinseque, de vérifier que la définition d'une telle intégrale ne dépend pas de la représentation
choisie.

Si I'on suppose :

n p
f = ZaillAi = ijllBj
i=1 j=1

10
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avec les A; (resp. les B;) éléments de T et deux a deux disjoints. Alors :

n

Sam(A) = XX an(4nB) (3.1)
S hu(B) = XS bu(AnB) (32)

SiAiNBj#Bona:a;=bj=c,, etsi A;NB; =0 on pose : ¢; ; = 0. On constate donc, en utilisant
la commutativité des sommes |'égalité :

S au(A) = X essplAi0 B) = 3 byu(B)

2]

Propriétés de l’intégrale d’une fonction étagée positive
* Il est tres aisé de vérifier que si f et g sont étagées positives et « et 3 des réels positifs, on a :

(@ +B9)du=a [ fdu+5 | gy

* 1l est clair aussi que I'intégrale préserve I'ordre, c'est a dire que si f et g sont étagées, positives et telles
que f < g (au sens Vz € Q, f(x), < g(z)), alors :

/ fdp < / gdp
0 Q
Exercice 3.1 [Application immédiate].

On considere sur (IR, B(IR)) les mesures suivantes :

=X pe= > 0O
kN

k

4 “+o00 2
3 = Z Cz’fdk P Mg = Z 672@%
k=0 k=0 :

Etudier I'intégrabilité pour chacune des mesures p; des fonctions définies dans I'exercice précédent.

3.2 Intégrale des fonctions mesurables positives

Définition 3.2.1 Soit (2,7, ) un espace mesuré et f : Q — R" une application mesurable. Soit
(fn), ¢V une suite croissantes de fonctions étagées positives qui converge simplement vers f. On définit

alors :
[ gdn=lim_ | fudy
Q Q

n——+o0o

Cohérence de la définition :
L'existence de la suite f,, est assuré par la proposition I1l-7 du chapitre 2. La suite ([, fnd/“‘)neN est

une suite croissante d'éléments de R™. De ce fait elle a nécessairement une limite dans R'. Afin que
cette définition soit cohérente, on doit vérifier que I'intégrale est indépendante de la suite croissante de
fonctions étagées convergeant vers f.

La démonstration se fait en deux temps.

11



COURS D’INTEGRATION N. IGBIDA

premier temps : Soit g une fonction étagée positive telle que g < f.
S
g=>Y cllp, ¢ >0, B;deux a deux disjoints et dans T
i=1

Soit (f,,) une suite croissante de fonctions étagées positives convergeant simplement vers f.

Montrons que : 1_131 /fnd,u > /gd,u
Pour € > 0 fixé, on consideére les ensembles A,,(¢) définis par :

An(€) = {w; g(x) < ful@) + €}

Propriétés des ensembles A,,(¢) = {x; g(x) < fu(z) + €}.
* La suite (f,,) est croissante donc A,,(¢) C A, 11(€)
*Q=U,N Anle). ( écrire que f est limite de la suite (f,,) et que g < f).
* On en déduit que pour tout B de 7 on a: u(B) = ngrfmu(BﬂAn(e)

Pour poursuivre, distinguons deux cas.
Cas 1: / gdp = cipu(B;) = +oo
Q i=1

Il existe alors i tel que ¢; > 0 et u(B;) = +oo. Posons pour la suite B = B; , A,(€) = A, et ¢ = ¢;
et utilisons la comparaison de f,, et g — e sur I'ensemble BN A,, .

/andu > /an[leAndM (3.3)
2 /Q(g — e)lleAnd,u (34)
= /Q(c —¢)llpna,dup (3.5)
= (c—eu(BNA,) (3.6)

On prend la limite ( suites croissantes )

lim /and,u > (c— ) lim(u(BN A,)) = (¢ — e)u(B) = +oo

n—-+0o0o

Cas 2 : [ gdu fini. On peut donc supposer que /gdu = Zc,-,u(Bi) avec les ¢; non nuls et les p(B;)
i=1
finis ( avec les B; disjoints). On pose :

B=JB: - {aeQgla) £ 0)

i=1
Comparons f,, et g — e sur BN A,.
>
/and,u sl /anllBﬁAnd,U/ (37)
> /Q (9 — g, di (3.8)
= D (e —eu(BiNA,) (3.9)
=1
= (O cau(BiNA,)) —eu(BNA,) (3.10)

i=1

12
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On a 11113010;;(31 NA,) =u(B;) et Lim u(BNA,) = uB). Donc:

lim [ fudp> [ gy~ en(B)
Q Q

n—0o0

Ceci étant vrai quelque soit € on a, dans le deuxieme cas comme dans le premier :

lim / Jndp > / gdp
n—oo 9} e}

Deuxieme temps : On considére maintenant deux suites de fonctions étagées qui convergent sim-
plement vers f.

0<fhi<fl. .  filfin<l...=f
0<n<p<..gs<gp1<...>f

Alors pour chaque p € N*, on a : f = lim, f, > g,
D'apres i) on a alors :

Vp, lim /Q fndp > /Q Gpdp

Jim [ fadp= lim [ gd

Par un raisonnement symétrique, on obtient |'inégalité contraire et donc :

lim / fndp = lim/gpd,u
Q Q

n—00 P—00

La définition de I'intégrale d'une fonction numérique mesurable positive étant ainsi posée, il est clair que
l'on a:

Proposition 3.2.2 Soient f et g deux fonctions mesurables positives et « et 3 des réels positifs, alors
on a ( propriété de linéarité et de monotonie de I'intégrale) :

/Q(Oéerﬁg)du:oz/Qfdquﬁ/diu

si0< f<g /Qfdué/ggdu

En effet si (f.),c\ (resp- (9n),,cN) €st une suite croissante de fonctions étagées positives convergeant
simplement vers f (resp. vers g), alors (af, + Bgn), N €St une suite croissante de fonctions étagées
positives convergeant vers «f + ¢, et pour tout n on a (propriétés des fonctions étagées) :

/Q(afn + Bgn)dp = /Q fodp + /Q Indp

Le passage a la limite dans cette égalité donne le résultat.

Si (f,) est une suite croissante de fonctions étagées convergeant vers f, on a : f, < g et on a vu
dans la démonstration précédente que I'on a alors [ f,du < [ gdu. En passant a la limite on a I'inégalité
cherchée.

Définition 3.2.3 Soit f € M™(Q). f est intégrable (par rapport a la mesure p) si et seulement
si l'intégrale |, fdu est finie.

13
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Attention : bien distinguer le fait que I'intégrale existe (toujours vrai dans R, pour une fonction
mesurable positive) avec le fait que cette intégrale soit finie c’est a dire f intégrable.

Exemples :

1) Pour la mesure de Lebesgue )\ : L'application f = lLg n'est pas -intégrable car :
/ fdr = A(R) = +00
R
Pour la mesure de Dirac en 0, &g, f est dg-intégrable car :
déyp = 9p(R) =1
Joa f0 = Go(R)

L'application g 1 est A-intégrable car :

Je Lowdr = A0, 1)) = 1

2) Soit (N, P(N), 1) espace mesuré avec la mesure de dénombrement  :

cardA si A est fini,
+00 sinon.

si A e P(N) M(A):{
Pour f € M*(N), (f:N—R")ona:

NS > I

En effet, posons pour n € N, f, = Zf(i)ll{i}. Pour chaque n , f, est une fonction étagée positive, la
=0

suite (f,) est croissante (car f est positive) et f est limite simple de la suite (f,),y ainsi formée. Donc :

/Nfd“ B nETOO/N fndﬂznﬁrpmg:of(i)u({i}) (3.11)
= w30 = 3 0 512

La fonction f € M™(N) est alors intégrable si et seulement si la série a termes positifs > f (i) est conver-
gente. La notion de série numérique a termes positifs apparait comme un cas particulier d'intégration.
3) Soit (€2, T, d,) un espace mesuré avec la mesure de Dirac 0, au point a de €.

1 sia€ A,
0 sinon.

VAET 6,(A) = {
Montrons en revenant a la définition, que :
vfeMHQ) [ fdb. = fla)
En effet, si f =0bllp,b>0,Be T :

/Qfdéa = 06,(B) = f(a) = {b sia € B,

0 sinon.

14
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Si f est étagée positive on vérifie que I'on a encore [, fdd, = f(a).
Soit f € M™(2) et (fn), .\ une suite de fonctions étagées positives convergeant simplement vers la
fonction f. Pour tout n on a:

| fudbs = fula)

Donc :

[ fdo.= tim [ fuds,= lim_fu(a) = fla)

On disposera apres |'étude des propriétés de I'intégrale ( proposition 2-7-2 de ce chapitre et théoreme
3-1-2 du chapitre 3 d'une maniére plus rapide d'obtenir ce résultat et plus généralement l'intégrale pour
une mesure discrete d'une fonction positive.
4) Soit f définie par :
Flz) = {x2 si v € 0, 1],
0  sinon.

Calculons a partir de la définition, I'intégrale R fdA (pour la mesure de Lebesgue). Partageons I'intervalle
[0,1] en 2" intervalles égaux [x;, x;11[ avec x; = i/2" et 0 < ¢ < 2" — 1. Soit f,, la fonction étagée :

2n
fn = Zf(xl)ll[%@wl[
i=0
La suite (f.), .y st une suite croissante convergeant vers f et on a:

i, 1
nd\ = — ) — 3.13
fhar = LGy 3.13)
1 (2n _ 1)2n(27L+1 + 1)
= 14

. k(k+1)(2k +1
(on a utilisé la formule : > 4* = (k + )6( + ))

i—1
On en déduit : 5
=t fon=?

Nous verrons bien siir plus loin une méthode plus performante pour retrouver ce résultat et préciser que

JR fdX = [y 2?dz =
a I'aide d'une primitive).

a3

1
3 ] (notations usuelles et calcul de I'intégrale de Lebesgue d'une fonction continue
0

3.3 Intégrale des fonctions numériques mesurables de signe
quelconque.

Soit (€, 7, 1) un espace mesuré et f : 2 — R une application mesurable.
D'apres la proposition 111-3 du chapitre Il, les applications f™ = sup(f,0) et f~ = —inf(f,0) sont
mesurables et positives et 'ona: f = ft — f~.

Définition 3.3.1 .
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f est intégrable (par rapport a la mesure (1) si et seulement si fT et f~ sont intégrables . L'intégrale
de f est par définition le nombre (fini) :

/Qfduzfﬂﬁdu—/gf’du

On note L’}L(Q) I'ensemble des applications intégrables de Q dans R pour la mesure pn (ou L*(Q2) s'il n'y
a pas ambiguité sur la mesure utilisée).

n
Exemple : considérons une fonction étagée f = ZaillAi avec les a; non nuls et de signe variable

i=1
et les A; disjoints. Elle est intégrable si et seulement si les ;(A;) sont tous finis.

Remarques : Il faut bien noter que :
* pour une fonction mesurable positive, |'intégrale est toujours définie et est un élément de R'.
* pour une fonction mesurable quelconque, I'intégrale n'est définie que si f est intégrable, c’'est a dire

si Jo fTdu et [o f~dp sont finis.

3.4 Intégrale d’une fonction sur un sous-ensemble.

Définition 3.4.1 .
Soit (Q, T, 1) un espace mesuré , A € T et f:Q — R une application mesurable. On pose :

/Afduz/QfHAdu

lorsque ceci a un sens, c'est a dire lorsque fll 4 est mesurable positive (et [, fdu € R* ) ou bien lorsque
flL4 est intégrable (et alors [, fdu € R).
On dit que f est intégrable sur A si fll, est intégrable.

Remarque : Soit T, la tribu de A induite par la tribu 7 de Q, (TA ={BNA;B€ T}) et uy la
mesure sur (A, 74) induite par pu (VB € Ta, ua(B) = pu(B)) et fa I'application restriction de f a A. Il
est alors facile de vérifier que [, fadua = [, fdu

Ainsi, pour une application mesurable f de R dans R, il revient au méme d'étudier I'appartenance de
[ a £3([01]) ou la A-intégrabilité de f sur [01].

Proposition 3.4.2 Soit (2, T, 1) un espace mesuré et A un élément de T de mesure nulle. Soit f : ) —
R une application mesurable. Alors f est intégrable sur A et :

/Afdu:O

Démonstration en exercice (ex 11).

Exercice 3.2 .
Soit (2,7, ) un espace mesuré et A un élément de 7 de mesure nulle. Soit f : @ — IR une
application mesurable.

Montrer que f est intégrable sur A et :

/Afdu:O
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Résultats fondamentaux a retenir de ce chapitre :

* Les définitions correspondant aux intitulés des paragraphes.

[l faut attendre le chapitre suivant pour pouvoir manipuler vraiment la notion d'intégrale qui est juste
introduite ici.

Bien voir que la notion d'intégrale est relative a la mesure considérée. On verra au chapitre suivant
que la notion bien connue d'intégrale de Riemann ff f(z)dz, correspond a l'intégrale f[mb] fdX\, ol \ est
la mesure de Lebesgue, mais pour une mesure £ autre que A, le symbole [, fdu correspond a une notion
nouvelle qu'il faudra s'habituer a manipuler.

Idée a retenir : La progression conduisant a la construction de l'intégrale, sera utilisée souvent dans
les démonstrations. Pour démontrer qu'une propriété concernant I'intégrale d’une fonction f est vraie, on
la montre pour les fonctions étagées positives, puis, par un passage a la limite, a justifier soigneusement,
pour les fonctions mesurables positives, puis pour les fonctions intégrables quelconques.



Chapitre 4

Propriétés de ’'intégrale, théoremes de
convergence

Contenu du chapitre :

| - Propriétés de |'intégrale.

[I- Théoremes de convergence.

[1l- Applications des théorémes de convergence; (intégrales semi-convergentes. Intégrales dépendant
d'un parametre).

IV-Rappels de premier cycle. (convergence des intégrales de Riemann généralisées. Séries numériques.
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Chapitre 5

Espace produit. Théoreme de Fubini

Contenu du chapitre :

| - Mesure produit, théoreme de Fubini.
[I- Théoréeme de changement de variable.
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Chapitre 6

Espaces LP

Contenu du chapitre 5

| - Inégalités de Holder et Minkowski.

[I- Espaces L.
[1I-Dualité dans les espaces L”.
IV-Quelques résultats de densité.
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