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Correction Partie II — La constante d’Euler

1. Limite de la suite (uy,)
a) Soitk:22,alorsk:—1§t§k<:>%S%Si,d’ofl

k-1
1 ko dt 1
S < / Rl QL
k= Jk—1t =~ k-1
n+1 n+l .k dt
Il s’ensuit que S, = Z/ = In(n + 1) > Inn, dou
ik k=
lim, . S, = .
b) Soit n > 1, alors w1 —u, = ——ln(n~|—1)+lnn = ?—fgﬂ % < 0 par

le résultat précédent, donc (un) est décroissante (et majorée par uq); de
plus u, = S, —Inn > 0, donc (u,) est minorée par 0 (donc bornée). Etant
décroissante et minorée, (u,) admet une limite v vérifiant 0 <y < wuy =1,
c’est-a-dire v € [0, 1].

2. Une premiére approximation de la vitesse de convergence

a) Le résultat découle directement de 1.a).

n n dt "1
b) 1-> wy=1—[ —+> —=5,—Inn=u,, donc »_ wy converge, et
= Lot Sk k>2
1—Zwk:7, d’ou le résultat.
k=2
& 1 1 1
¢) Pp=ty—7y =1 Zwk—1+2wk— S we< 3 (=-3)->
k=n-+1 pom NE=1 K n

De plus, (u,) decr01t vers vy donc r, > 0. Il s’ensuit que n > 10° = 0 <
— v < 107°, donc on est sfir que u, donne une approximation a 1076
pres de v si n dépasse un million.

3. Etude d'une fonction
a) f est dérivable sur R et

1
Az +3) (@ +2)(z+1)?

OES

De plus, (z + 3)(z + 2) est positif & I'extérieur de ses racines (—3 et —1),
donc > 0 sur RT. On a donc f/ < 0 sur Rt, c’est-a-dire f strictement
décroissante sur R™. Enfin f(0) = —1+1In3 > —1+Ine=0 et limf =0.



b) Notons que —f’(z) > 0, donc
() < 4($1+§)4 = (r+3)(z+1)?> (x+3)°
1>

ce qui est vrai puisque . Pour k > 1 entier et X > k réel, on a

donc

X, 1L X de 1 1 1
/k _f(l')dl‘é Z/k (£C+%)4 __12 ((X-i-;)?’ <k+§)3> )

quantité qui tend vers

3
§>

NJ\»—A

m quand X tend vers +oo. Il s’ensuit que la
2

fonction X — [X —f'(z)dx est majorée quand X tend vers I'infini ; comme
de plus elle est croissante (car —f’ > 0), elle admet une limite en +oo, qui

vérifie : )

/
/k —f@)de < 5 )3
Enfin, /X —f(x)dz = f(k)— f(X) tend vers f(k) quand X tend vers +o0,
ce qui d%nne le résultat.
4. Application a I'étude de la suite (z,,)
a) 2, =S, —In(n+3) = (S, —Inn) + (Inn —In(n+ %) = u, — In(1+ 55),
donc lim,, .o x, = 7.

b) zr — Tpy1 = Sy — In(k + 3) — Sea + In(k + 2) = f(k). Or f > 0 sur RY
donc zy, > x4 pour tout k, c’est-a-dire (x,,) est strictement décroissante.
N

De plus, Y f(k) = @, — zy+1 tend vers z, — v quand N tend vers +oo0,

donc z,, — vy = i f(k)
pa

) (k+1)* = k*+k+1 > k*+k = k(k+1). Il s’ensuit que (k+3)* > k*(k+1)?,

puis (k:%y < kQ(klel)Q et enfin
1 k—i-f 2k +1 _/k+1daz
(k + %) kQ(k +1)2 2k:2(k: +1)2 S 23

d) (x,) décroit vers v donc z,, — v > 0 pour tout n; de plus :

> 1 &kl de +oo dx
_7_210 3; ) 122/k 7_12/ x3:24n2'

3
k=n z

e) Ona 55 < 107% < 24n? > 10° < n > 1(3%)¢n>205 donc z,, donne
une approximation a 107 prés de v dés que n dépasse 205.
On a donc notablement accéléré la convergence vers 7y il est possible de

faire encore mieux (voir la suite du probleme, tiré du Capes interne 1994).



